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Wir wollen den zweiten Satz (und dabei implizit auch den ersten) in drei Schritten beweisen.
In einem ersten Schritt zeigen wir zunichst, dass der folgende Hilfssatz gilt:

Hilfssatz:
Sei Y eine ZufallsgroRe, die nur nichtnegative Werte annimmt und sei k € R*. Dann gilt:

E(Y
p(v >k < )
k
Diesen Satz beweisen wir anhand der Definition des Erwartungswerts und anhand von zwei
Abschitzungen:

E() = Y Y(0) P{o})= Y Y(0) P({o})

weQ 0eQ
= Y Y(o)-P{eoh)+ ) Y(0) P{o})
weQ 0weQ
Y(w) <k Y(w) >k
> ) Y(o)-P({o})
0eQ
Y(w) >k
(Aufteilen der Summe durch den Wert k und Betrachten nur der zweite Summe)
> Y, P({o})=k-P(Y>k)

weQ
Y(w) >k

Im zweiten Schritt setzen wir ¥ = (X — E(X))?, wobei X eine weitere beliebige ZufallsgroBe
seiund k = (e-n)?, € € RT, n € N. Es gilt nun mit Ausnutzen der Definition der Varianz sowie
des Hilfssatzes:

E(X-EX)P) V()

P(Y > (e-n)?) =P((X-E(X))*> (¢-n)?) < (e-n) ~ (e-n)?

Da (X E(X))? > (¢-n)?* dquivalent zu |X — E(X)| > (¢-n) und ebenso |% — @| =X
pl > () ist (die Unglelchungen haben die gleiche Losungsmenge), gilt schlielich folgende
Ungleichung, die Tschebycheff-Ungleichung:

V()
(en)?

P(X ~E(X)| > e-n) = (" —pl > ) <

Die Tschebycheff-Ungleichung ermdglicht eine hier nicht weiter betrachtete Abschitzung der
Abweichungen fiir Werte einer Zufallsgroe vom Erwartungswert dieser Zufallsgrofle, wenn es
sich um eine beliebige Zufallsgrofie X handelt. Daher wollen wir in einem dritten Schritt allein
binomialverteilte Zufallsgrof3en betrachten und erhalten:

Fiir n — oo geht der Term auf der rechten Seite der Ungleichung gegen 0, womit der Satz bewiesen
ist.
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