Phase I: Erlauterung (10 Minuten) HHH

Problemstellung:

Nach einer Reise in ein fernes Land erfahren Sie, dass sich im Schnitt 10% der Reisenden dort mit einer
neuartigen Krankheit infiziert haben. Diese Krankheit verlauft zunachst ohne Symptome, d. h. Sie wissen
nicht, ob Sie sich infiziert haben oder nicht.

Sie erfahren, dass ein medizinischer Test entwickelt wurde, der folgende Eigenschaften hat: 80% der
Infizierten werden als krank erkannt und erhalten richtigerweise ein positives Testergebnis. 15% der
Gesunden erhalten allerdings falschlicherweise auch ein positives Testergebnis.

Sie lassen den Test durchfiihren und erhalten ein positives Testergebnis. Die zentrale Frage ist nun, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Sie tatsdchlich infiziert sind.

Bevor wir das Problem Schritt fir Schritt |6sen, schatzen Sie bitte, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist,
dass bei einem positiven Testergebnis die Krankheit tatsachlich vorliegt, und blattern erst danach weiter.

Meine Schatzung: %
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Bevor wir die Losungsschritte zeigen, notieren wir die wichtigsten Informationen aus dem Text:

a) 10% der Reisenden sind krank.

b) 80% der Kranken erhalten ein positives Testergebnis.

c) 15% der Gesunden erhalten falschlicherweise ein positives Testergebnis.

1. Schritt: Wahl einer Grundgesamtheit

Um das Problem zu |6sen, Gberlegen wir zunachst,
was die im Text genannten Wahrscheinlichkeiten
konkret fiir eine bestimmte Gruppe von Reisenden
bedeuten wirde. Wir wahlen dafiir eine
Grundgesamtheit, z.B. 1000 Personen.

Die Gruppe der 1000 Reisenden stellen wir durch
ein Quadrat dar.

1000 Reisende

2. Schritt: Eintragen der Haufigkeiten in ein Quadrat

Schritt 2 a)

Da sich 10% der Reisenden infiziert haben, sind
entsprechend 100 von 1000 Reisenden krank. Die
Ubrigen 900 sind gesund.

Wir unterteilen daher das Quadrat in senkrechter
Richtung in ,krank” und ,,gesund” im Verhaltnis
100 zu 900. Unter die kleine Flache schreiben wir
100 und unter die groRe Flache 900.

krank

gesund

100

900

Schritt 2 b)

Da 80% der Kranken ein positives Testergebnis
erhalten, sind entsprechend 80 von 100 Kranken
positiv.

Die Ubrigen 20 erhalten ein negatives Testergebnis.

Wir unterteilen daher die kleinere Flache nochmals
in waagrechter Richtung in ,,positiv” und , negativ”
und tragen die Anzahlen in die Felder ein.

positiv

negativ

krank

gesund

80

20

100

S00
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Schritt 2 ¢) krank gesund

. . . 135 positiv
Da 15% der Gesunden ein positives Testergebnis

erhalten, sind entsprechend 135 von den 900
Gesunden positiv. (Denn 15% von 900 sind 135). positiv |80
Die Ubrigen 765 erhalten ein negatives
Testergebnis. 765 negativ

Wir unterteilen daher die groRe Flache nochmals in
waagrechter Richtung in ,positiv und , negativ”

. e ’ negativ |20
und tragen die Anzahlen in die Felder ein.

100 900

3. Schritt: Bestimmen des Haufigkeitsverhaltnisses

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine krank gesund
Person mit positivem Testergebnis tatsachlich

135 :positiv
krank ist.

1]

Wir missen also berechnen, welcher Anteil von positiv
den positiv Getesteten tatsachlich krank ist.
negativ
Hierflir umranden wir im Quadrat alle positiv
Getesteten mit einer gestrichelten Linie und

schraffieren den Teil davon, der krank ist. =
negativ |20

|
|
|
|
]
| 765
|
|
|
|
1

Wir lesen ab:
Anzahl der positiven Kranken: 80
Anzahl aller positiv Getesteten: 80 + 135 = 215

100 900

Wir berechnen das Haufigkeitsverhaltnis:

positive Kranke 80
alle positiv Getesteten 80 + 135 -

0,37

Dieses Haufigkeitsverhaltnis entspricht der
gesuchten Wahrscheinlichkeit von 37%.

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit positivem Testergebnis tatsachlich krank ist,
betragt 37%.
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Reflexion: Vergleichen Sie diesen Wert mit lhrer Schatzung zu Beginn. Mdglicherweise haben Sie einen
hoheren Wert geschatzt. Was hat Sie zu dieser hoheren Schatzung verleitet?

Kommentare zu den Losungsschritten:

1. Schritt: Wahl der Grundgesamtheit
Woher weil man, welche Grundgesamtheit man wahlen muss?
Es ist glinstig, Zahlen wie 1 000 oder 10 000 oder 100 000 zu wahlen. Wenn man eine zu kleine
Zahl wahlt, ergeben sich moglicherweise keine ganzen Anzahlen. Hatten wir in unserem
Einfiihrungsbeispiel 100 gewahlt, dann hatten wir nachher 8,5 Kranke mit positivem
Testergebnis eintragen missen. Damit konnte man auch rechnen, es ist aber etwas unschon,
weil es eigentlich keine 8,5 Personen gibt.

2. Schritt: Eintragen der Haufigkeiten in ein Quadrat
Woher weil man, nach welchem Merkmal das Quadrat als erstes in senkrechter Richtung
geteilt wird?
In den Aufgabenstellungen findet sich immer eine Prozentangabe, die sich auf die ganze Gruppe
bezieht. Hier: ,10% der Reisenden sind krank”. Dies nennt man auch die Basisrate. Die Basisrate
legt die erste Teilung des Quadrates fest. (Schritt 2a)
Die anderen Prozentangaben beziehen sich nur auf einen Teil der Gruppe, z.B. ,85% der
Kranken“. Diese Angaben bestimmen die weiteren Unterteilungen des Quadrates. (Schritte 2b
und 2c)

3. Schritt: Bestimmen des Haufigkeitsverhaltnisses
Woher weil man, welche Teile des Quadrates verwendet werden miissen?
Das hangt von der Frage der Aufgabe ab. Wenn eine Wahrscheinlichkeit gesucht wird, die eine
Bedingung enthalt (z.B. ,Wahrscheinlichkeit fur krank, wenn der Test positiv ist”), dann besteht
der Nenner aus zwei Rechtecken, die zusammen alle positiv Getesteten reprasentieren. Der
Zahler wird dann durch das Rechteck reprasentiert, das fir die Verknipfung , krank und positiv”
steht.
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Phase II: Ubung (10 min) HHH

Code

Zweiter Buchstabe des Vornamens:

Erster Buchstabe des Vornamens der Mutter:
Tag des Geburtstages (01-31):

Flhren Sie eine dhnlich gelagerte Aufgabe in gleicher Form aus. Das Quadrat muss nicht maRstabsgetreu
gezeichnet sein. Es reicht, wenn Sie das Quadrat skizzieren und die richtigen Haufigkeiten eintragen.
Orientieren Sie sich dabei an den drei Losungsschritten.

Aufgabe 1:

Eine 45jahrige Frau ist schwanger und erfahrt beim Arzt, dass sie aufgrund ihres Alters zu einer
Risikogruppe gehort, bei der in 5% der Falle bei dem Kind Trisomie vorliegt.

Die Arztin bietet an, einen Test zur Risikoabschatzung durchzufiihren. Dieser Test hat die folgenden
Eigenschaften:

- Liegt bei einem Ungeborenen eine Trisomie vor, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein positives
Testergebnis 90% (Sensitivitdt des Tests).

- Liegt bei einem Ungeborenen keine Trisomie vor, so ist die Wahrscheinlichkeit fir ein falsch-
positives Testergebnis 10% (entspricht einer Spezifitat des Tests von 90%).

Die entscheidende Frage entsteht nach dem Screening, wenn dieses ,,positiv“ ausgefallen ist, also
Trisomie anzeigt. Eine relevante Frage fiir werdende Eltern ist nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Ungeborene tatsdchlich Trisomie hat, wenn der Test positiv ist.
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Blatt flir Aufgabe 1:

1. Schritt: Wahl einer Grundgesamtheit

2. Schritt Eintragen der Haufigkeiten in ein Quadrat

3. Schritt: Berechnen des Haufigkeitsverhaltnisses

Antwort:
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Phase Ill (Losung und Input, 10 Min) HHH:

Lésung zu Aufgabe 1:

1. Schritt: Wahl einer Grundgesamtheit
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3. Schritt: Berechnen des Haufigkeitsverhaltnisses
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Verdanderung der eingehenden Parameter

Wenn der Test auf Trisomie positiv war,

betragt also die Wahrscheinlichkeit, ein

Ungeborenes mit Trisomie zu haben:
45 45

——=——=32%

45+95 140 °

Diese Wahrscheinlichkeit ist nicht sehr hoch.
Daher fragen wir, was man an dem Test
verandern kénnte, um ihn besser zu machen.

Prinzipiell ist die Genauigkeit des Tests durch
drei Parameter bestimmt, namlich die
Sensitivitat, die Spezifitat und die Basisrate.
Den Einfluss dieser drei Parameter schauen wir
im Folgenden genauer an.

Trisomie

keine Trisomie

95

positiv |«

i

[l |

negativ

855

50

950

positiv

negativ

1. Zunahme der Sensitivitat

Die Sensitivitat bezeichnet die richtig-positiv
Rate des Tests (90% der Kinder mit Trisomie
erhalten ein positives Testergebnis). Eine
Zunahme der Sensitivitat bewirkt im
Diagramm eine Verlangerung des schmalen
grauen Rechtecks in Richtung des Pfeils.
Hierdurch nimmt der Flacheninhalt des grauen
Rechtecks nur geringfiigig zu, da das Rechteck
so schmal ist.

Wenn die Sensitivitat z.B. auf 98% steigt, gibt
es 49 richtig Positive und das
Haufigkeitsverhaltnis dndert sich

folgendermallen:

49 49 20,
49 +95 144 7

Auch die Wahrscheinlichkeit hat sich nur
geringflgig verbessert.

Trisomie

keine Trisomie

95

positiv |as

negativ

855

50

950

positiv

negativ
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2. Zunahme der Spezifitat

Die Spezifitat bezeichnet die richtig-negativ
Rate des Tests (90% der Kinder ohne Trisomie
erhalten ein negatives Testergebnis). Eine
Zunahme der Spezifitat bewirkt im Diagramm
eine Verschmalerung des Rechtecks rechts
oben. Hierdurch nimmt der Flacheninhalt des
Rechtecks deutlich ab.

Wenn die Spezifitat z.B. auf 98% steigt, gibt es
nur noch 19 falsch-Positive (2% von 950) und
das Haufigkeitsverhaltnis andert sich

folgendermalien:

45 45 0%
45+19 64 7

Dies ist eine deutliche Verbesserung der
Wabhrscheinlichkeit.

Trisomie

keine Trisomie

--------------95---..-.......-

positiv

positiv ja

o

(%l |

negativ

855

negativ

50

950

3. Zunahme der Basisrate

Die Basisrate bezeichnet die Erkrankungsrate
in der Gruppe (5% der Kinder von 45jahrigen
Schwangeren). Eine Zunahme der Basisrate
bewirkt im Diagramm eine deutliche Zunahme
des Flacheninhaltes des schmalen linken
Rechtecks und eine geringe Abnahme des

Flacheninhaltes des oberen rechten Rechtecks.

Wenn die Basisrate z.B. auf 10% steigt, gibt es
90 richtig-Positive und 90 falsch-Positive und
das Haufigkeitsverhaltnis andert sich

folgendermallen:

0 __ %0 .
90+90 180 7

Dies ist eine deutliche Anderung der
Wahrscheinlichkeit.

Trisomie

keine Trisomie

95

positiv

positiv |3

(%3]

negativ

855

negativ

ul
o

l

950

Zusammenfassung: Wenn sich die Parameter Sensitivitat, Spezifitdt und Basisrate andern, dann andert

sich auch die Wahrscheinlichkeit, dass Trisomie tatsachlich vorliegt, wenn der Test positiv ist. Welchen

Einfluss die drei Parameter haben, kann man abschatzen, indem man die geometrischen Verdnderungen

im Quadratdiagramm betrachtet.
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Kurz-Ubung

— S— Wir gehen von dem nur grob skizzierten
, ” I Einheitsquadrat zur Pranataldiagnostik
aus.

Hier hatten wir die Wahrscheinlichkeit
“, bestimmt, ein Kind mit Trisomie zu haben,
wenn der Test positiv ausgefallen war.

- a) Wie wirde sich diese
8(& Wahrscheinlichkeit &ndern, wenn man
den Test bei jlingeren Schwangeren
einsetzen wirde, die eine geringeres
— Risiko fir Trisomie haben (die Basisrate
— wirde sich hier also verkleinern)?
-\ §] Wirde die Wahrscheinlichkeit
- groler werden
- kleiner werden
- gleich bleiben?

b) Wie wirde sich diese
Wahrscheinlichkeit andern, wenn die
Sensitivitat geringer ware, also z.B. nur
60% der Ungeborenen mit Trisomie durch
den Test positiv getestet wiirden?
Wirde die Wahrscheinlichkeit

- groRer werden

- kleiner werden

- gleich bleiben?
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